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Über Sturm'sehe Reihen. 

Von Leopold Gegen!) au er. 

(Vorgelegt in der Sitzung am 18. März 1880.) 


Es seien zwei Systeme von ganzen Functionen der Veränder¬ 
lichen und f k (x) gegeben, wo die Functionen ty k (x) von 

den Graden n k) die Functionen y k (x) von den Graden n k — n v . 
tp 0 (o?) und f i Qv) zwei von Null verschiedene Gonstanten sind, 
welche den folgenden Relationen genügen: 


>. = W* 


V 'ht ’h v? — ij § a ß 

/ , '¥(&)) r '° 0 ’ a '' ‘ Pr 


).=1 


\ r) ij-, ■! — d, d,,. f n —1; k) 

o = 0,l, ... «r+i— n,.— 1 ; ß,. = [f ,.(a?)] „ r 

X 

Xr^o$ k (x } ) = 0,1 = 1,. . n k \. 


Wir werden nun über diese beiden Functionen-Systeme fol¬ 
gende Sätze beweisen: 

1. Die Functionen und y*(a?) bilden zwei Systeme von 

Stürmischen Functionen. 

2. Zwischen je drei auf einander folgenden Functionen f k (jv} 
besteht dieselbe Relation, wie zwischen den entsprechenden 
Functionen 

3. Die Determinanten f k (x) \p k _i (a ?)—$ k (a?) <f k —\ (x) sind 
constant. 

Die aufgestellten Relationen sind, wie man sofort sieht, mit 
dem folgenden Systeme von Gleichungen identisch: 


Ist F(x) eine ganze Function von x, deren Grad nicht grösser 
als n k — 1 ist, so hat man: 
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u. ==k— 1 

FUv) = V ^(*)^(*) 

M-=0 

wo der Grad von A ]} _ (x) nicht grösser als n^ +i — n [L —1 sein kann. 

Zur Bestimmung der Coefficienten der Function A^(x) erhält 
man folgendes System von linearen Gleichungen: 


'/. = 7lj c 

y F(&>) •■ly 0>.) ft QgQ y (&>■) (f0 1 k (gQ 

hi ’K(*0 _ hi 

[ff = 0,1,2..., 11,+!-«,—1]. 


=2 
■) >Vfi' 

Da die Determinante dieses Systems: 


L r k (^-) Xi 


«a+l- ? V 


= «UL 


(T,a = 0,1,2, . . n^ +1 — 1) 


also von Null verschieden ist, so genügt dasselbe zur Bestimmung 
der erwähnten Coefficienten, und man erhält: 


X(V) : 


_Vi* F(#x) jy (#>.) <f>k (&\) 


T=i 


K (O 


/(*, *)) 
* jj. 


wo /u. (#, x\) eine ganze Function von x vom Grade —1 

ist, deren Coefficienten ganze Functionen von x\ sind, und in 
welcher der Coefficient der höchsten Potenz von x gleich a* ist. 

Wir nehmen nun für F (x) die Function G r (a?), wo 

G r (x) eine ganze Function von x vom Grade n r — n r _ x ist, in 
welcher der Coefficient der höchsten Potenz von x den Werth 


Man hat in diesem Falle: 

, , s h GX v k )'h-ih)'hh)?h v >) , 

A ^ = it -sw- 

und sieht, dass: 

A lx (x) = 0 [/x = 0, 1, 2,. , r —3, r-h 1, .. ., k —lj 

ist. 
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Es ist also: 


G r (V) ’vp,—i (ar) = A r (a?) (a?) -+- A r - 1 (a?) <p r _j (a?) -+- A ? ._ 2 (a?) <p r _ 2 (a?). 


Da G,.(a?)ip r _i(a?) und t//,.(a?) von demselben Grade sind und da überdies die Coefficienten der höchsten 
Potenzen von x in beiden übereinstimmend da ferner die beiden anderen Producte von niedrigerem Grade sind, 
als die eben genannten, so ist: 

A r (x) = 1. 

Setzt man: 

G r (x) A r — 1 (a?) = ffr(&)> 

so hat man: 

fr (■>■) - g r O) <pr-l (.r)— 4-2 (.'»-) 'pr-i (?) 

wo A r - 2 (v) von nicht höherem, als dem Grade w r _!— ?i r ~ 2 —1 ist. 

Aus dieser Gleichung folgt: 


£ X >- fr (**) -p; ( Xi ) ~ ^ 4 (*0 ** fr-1 (*0 ^ OO *-* 0*0 

Da die ersten zwei Summen für <7 — 0, 1,2, .., n T _\—2 gleich Null sind, so ist: 


n(- P 0 


ftfa) 


^ a?x A r _a(a?x) a(a?x) = 0 [<x=0, 1,2, »r- 1 —2], 


Gegeubaue r. 
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Wir haben daher schliesslich die Relation: 


ßr <*r -1 

’Pr O) = ffr (» <Pr- 1 («)— ~ <fV-2 (*)• 


Die Functionen Tp*(.r) sind also Stürmische Functionen; das System dieser Functionen ist vollständig, 
wenn n k = k ist. Zwei auf einander folgende Functionen ip k (.r) haben keinen gemeinsamen Theiler, da ein 
solcher Theiler aller Functionen also auch von <p 0 (x) sein müsste, dieses aber, als eine von Null ver¬ 

schiedene Constante durch keine ganze Function von x tlieilbar sein kann. 

Aus dieser Relation folgt: 


~ - { (ar) tyr-l (y)—<pr (y) <pr-l («) 1 = Y ^+1 (•*)—0H+1 (»)] ’fV 0) (»)• 

Pr «r-1 P^-l-1 «.JL 

Man hat daher auch: 

ah- iOO— ffH-i(y) _ _i_ x y h M jv 0 >.) •■K-i (.Q y*Ox) , . 

ßa-i-i «(i 0 ßk<Xk-i^ (y—' T >) /|jA ‘ X> 
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Da (■;■;.)=0 ist, so kann man die ursprünglichen Relationen für r=k —1 auch in folgender Form schreiben: 

/ -prx ctk - 1 ß*- 1 

x^t 

[ <7 = 0, 1, 2, . . , »*_1—1 ]. 

Wählt man aus diesem Systeme folgende Gleichungen aus : /x = 0,1,. .., k—1 ; a = 0, 1, 2, . - n lx+l — n v . — 1, 
so kann man mit Hilfe derselben die n k - Grössen: bestimmen, da die Deter¬ 

minante dieses Systems gleich 


_»1 .wa-nj _-i 

ßo ßl ß,-/ 

Q*Ä I*- 1 

ßi *X 


(X, ft. = 1; 2,.., Mi), 


also von Null verschieden ist. Man erhält durch Auflösung des Systems: 


^jfe-1 (n) fk(a\) —M^) fk-1 (#x) = «*-1 • j3* 

und sieht also, dass: 

h-i( x ) ?*>(#)—&(#) tyk- iW = «A-ifrfe H- <M^‘) 
ist, wo K k (.x*) eine ganze Function von # ist, deren Grad höchstens — n t ist. 

Die eben gefundene Relation zeigt auch, dass: 

‘«e±ia-iE±iÖö 

ßn+i«n ^—3/ 

ist. Wir haben also für die Entwicklung einer ganzen Function F(x) in eine nach den SturmVhcn Functionen 
•^(o?) fortschreitende Reihe folgende Formel erhalten: 


580 Ge gen bau er. 
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m -2 


‘ F Q‘x) ^Q'x) y^(x>.) .</,,+1 (a- x ) 


|x=0 




•»x) 


'fvoo- 


Jj'Mit Hilfe dieser Formel beweist man leicht folgenden Satz: 

Eine ganze Function F(x) von nicht höherem als dem Grade w r+1 —1, welche den Relationen: 


X=?l/c 


*1 Ffa) „ r+1 -i • C [*=0, 1,2,..., n r+1 - 1] 


genügt, unterscheidet sich von der Function nur durch einen der Grösse C proportionalen constanten Factor. 

Da zwei auf einander folgende Functionen ^(V) keinen gemeinsamen Theiler haben, so kann man zwei 
ganze Functionen <l> /( .(.r) und von den Graden n k _ v —1 und n k —1 so bestimmen, dass: 

’pk-i(v) ’PiOO— h( x ) •M#) = «i-tßk 

ist. Man hat alsdann: 

h-i (*) [^*0*0—?*(#)]— 1 ^O) sp^-jW] = h(*) F k (.v). 

Aus dieser Gleichung folgt,, dass d f /; (x) — f k (.r) durch <p k (x) theilhar ist; da aber die angegebene Differenz 
höchstens vom Grade n k —1 ist, so muss sie gleich Null sein. 

Man hat daher: 


?k(v) = W k (x) 

ft- i(- P )—d> (v) = K k {x). 


Ol 

QO 
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Die Function ist also vom Grade n k — n v die Function 

<J>*(a?) vom Grade — n v Bestimmt man ferner die zwei 

Functionen (x) von den Graden n k _\ — n v n k — 2 — n x 

so, dass: 

^ 4-2 0») W*-i(#)—'h-i(v) 'h-i (a?) = «t-vßk-i 
ist, so hat man: 




Nun findet man aber leicht die Relationen: 


« 4 - 1 ßt <J> 4 - 1 (a?) = « 4-2 ßi-i | (Jk (a?) <I >4 (a?)—(a?)} 
und hat daher: 


ft- 1 (a?) = ( l>t(a?) 

Äi(*) = 0 

ßjfc 1 

y* O) = ( Jk{v) ft -1 (»)— ?*-« (*), 

tt- i(a?) 'fi-i (®) 'ßk (a-') = «4-1 ß*. 


Man sieht also, dass auch die Functionen cp*(V) ein System 
von Stürmischen Functionen bilden und dass zwischen drei auf 
einander folgenden Functionen dieselbe Relation besteht, 

wie zwischen den entsprechenden Functionen ip*(a?). Da y x (x) 
eine von Null verschiedene Constante ist, so haben auch zwei 
auf einander folgende Functionen f k (x) keinen gemeinsamen 
Theiler. 

Aus der letzten Relation folgt, dass auch y k (x) und (x) 
keinen gemeinsamen Theiler haben. Mit’ Hilfe derselben Relation 
findet man auch, dass 


?k(x), ’pk (a-0 

¥V(- r )> ’JvO) 


BtA*) 


eine ganze Function von x vom Grade n k —\ ist. Setzt man in 
dieser Gleichung x = x n so erhält man: 


ft (#>.) ^(a?>.) = H ki ,, (.n) 0 = 1, 2,-, Hj.). 
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Man sieht also, dass die 


rationale 


Function 


■hi*) 


für x = x\ die u k Werthe o k (xi) darstellt. Ist n k = k } so lassen 
sich also die Functionen H, hV {x) und •■fvOO bis auf constante 
Factoren aus den Werthen fi k (x } ) mit Hilfe der Cauchy'sehen 
Interpolationsformel bestimmen. 

Wir werden nun die erhaltenen Resultate benützen, um die 
Werthe der Determinanten: 


D,.{x) 


zu bestimmen, wo: 


J * • • 

• • ? ,S V 

$1, S2 , . 

7 

— 1 j ; • • 

• • S2a-1 

1, a?, .. . 



). = ilk 



& 


+*(*>■) 


ist. Aus der Form dieser Determinante folgt sofort, dass: 

V D v {x t )= d Pf ^ [p = 0,1,2, fj. 1; 


— I S P+<1 1 Ü>, 2 = 0 , 1 , U.) 


ist. Es sei nun zunächst t a = %_i, alsdann erhält man, wenn man 
die Function D Hk _ i (x) mit Hilfe der oben aufgestellten Formel in 
eine nach den Functionen (x) fortschreitende Reihe entwickelt, 
unter Berücksichtigung der letzten Gleichung: 


(x’) = <pi-l(x) 


/s = )tk 


(^x) 'r'/.~ i (&)) ? k (^x) g k (x) — g k (x)) 




v—x } ) 


Da und ^._i(^)von demselben Grade sind, so 

muss der Coefficient von ^ k —i (x) auf der rechten Seite dieser 
Gleichung constant sein und man hat daher: 


^ Dn k _ jl(^’ x) ^ ^ | Ö ?,n k -lC.C£ k _[ [p Ö, 1,2,-W* 11 

D )lh (x) = C^(x) 

d ■ ß*-i == i* 




nie d. 


nload 


Wäre die Constante C gleich Null, so könnte man, da nicht sammtliehe Unterdeterminanten, welche man 
aus den Elementen der Determinante D n/c _ l (x) bilden kann, gleich Null sind, eine Function hersteilen, welche 
von niedrigerem Grade wäre als tp/„._i(a?), den charakteristischen Relationen dieser Function genügte und von 
Null verschieden wäre. Eine solche Function existirt. aber nach einem früheren Satze nicht; es ist also C und 
daher auch <*n k _ x - i von Null verschieden. 

Aus dieser Bemerkung folgt nun sofort, dass: 

y j Dp QV\) ,T X = ®P, n ; .-i Cp [ p=0, 1 , 2, , n,.- 1 , p=n,._ x « A -l ] 

d. li. dass: 

Dp{x) = (.r) [%_i <><??,/.] 

ist. Dasselbe Resultat erhält man auch, wenn man beachtet, dass: 

y t tyk— 1 (* T 0 j = bo s p-HÄlSp+l H“.H- hn k _ t l H- ßk— 1 ! = t) 


ist, wo j3 A _! ^ o ist. Man hat: 


(p = 0, 1, 2,. w*—2) 




I (p, 7=0, 1, 2, —i—1, «/<•—1+b P-)* 


Nun findet man mit Hilfe der letzten Relation: 


Vf ff I (p,ff=0, 1.2, W-1 + 1 p) 


I Sp+q I (P> 7=0, 1, 2, p—1) 
(6> = n k _! H- 1, . . . w*—2). 


584 Gegenbauer. 
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Es i»t aber, wie früher gezeigt wurde, <j» ä = 0 , und daher: 

I S P+q. 1 (P, (L~ 0, 1, 2, . . . » +1, . ix) = 0 == n k— 1 H- 1, • • . W;* 2). 

Für /x = w*—1 ist diese Determinante aber von Null verschieden, weil sonst D nfc ^ 1 (x) und daher auch 
g = nf£ —i gleich Null wäre, was, wie schon bewiesen wurde, unmöglich ist. Wir haben also: 

Ai 0*0 = 0 y [w*-l 1] 

D n]c —\ (x) = C nk —i ’^—i (#)• 

Ist von 1 verschieden, so sind natürlich alle Functionen D {) (x) [ju = 0, 1, 2, ... n x —2] gleich Null. 

Sind f\(x) und f(x ) zwei ganze Functionen von x von den Graden n —1 und n und bedeuten die 

Functionen ip 7l .(;r) die Näherungsnenner der Kettenbruchentwicklung von --VrV-, so erhält man, wenn man in den 

/ { x j 

obigen Entwicklungen f\ (x) für <p k (.r) f\x) für ip /c (x) setzt, einen von Herrn Kroneeker herrührenden Satz über 
unvollständige Stürmische Systeme. 

Durch diese Entwicklungen ist, wie man sieht, eine zuerst von Hattendorff aufgeworfene, aber nicht 
vollständig erledigte Frage über unvollständige Stürmische und vollständige Sylv estei*ische Systeme 
vollkommen gelöst. 

Da gerade der Umstand, dass ^n k _ t von Null verschieden ist, von grosser Wichtigkeit ist, so soll dies 
noch auf eine andere Weise bewiesen werden. 

Mit Hilfe der oben erwähnten Relation: 


"+~ ^1 H- . . . H- ’Vhw1 ~+“ ßlc—1 S t-\-n k _. l 


= 0 




«t—2] 


Oi 

CO 
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zeigt mau leicht, dass: 


i 

ßlc 1 1 




• ,s« ,0,0,...0,0 

k —1 


S n k _y— 1 ? i; * * ' S Z n k —1 ~'0, • • • 0, 0 




*%-!> 1 + 1 ’' * 




_1 — 1 ? 0, 0, . . . 0, 2 -t-ßk — l Ä « A + »4.___i — j 


/,=() 


X=Ji Ä _i —1 

s j! A — 1; -S«ä Wa _ 4, ^ ^X^X-ha^—d -f- —1 *>*■ 


X=a-i 
A— 1 


L-A 

A = 0 


S+^-1-l v f >i s Wh-h-~i- * fi'*- 1 s %»k-* 


x=o 


ist. Daraus folgt sofort: 


«A-I 


k —i 




^=»Ä-1— 1 


^X^X-J-m#—2 ~+~ ßk—l^iifc — n k _j- 


n k —n k _ i 




Ist nun (j M A = 0, so muss, da der erste Factor auf der rechten Seite von Null verschieden ist, auch 
<j„ = 0 sein. Wäre also in der Reihe der Grössen G n ,—\ eine gleich Null, so müssten alle vorhergehenden 

gleich Null sein. Nun sieht man aber sofort, dass jedenfalls cr wi _i von Null verschieden ist, also kann auch 
(fcgl) nicht gleich Null sein. 


ö86 Gegen bau er. 
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Wir gehen nun zu einer zweiten Anwendung der anfänglich 
entwickelten Sätze über. 

Die Gleichung: 

— v = Yj 7|,+1 /;j+1 

in welcher die Functionen ganze Functionen von x vom 

Grade ,u, die Functionen f v . (if) nach ganzen negativen Potenzen 
von y fortschreitende Functionen sind, deren Entwicklung mit 
y-v- beginnt, bestehe für irgend welche Werthsysteme (x, y\ die 
Reihe convergire, als Function von x betrachtet in gleichem 
Grade. Die Functionen f v .(y) seien so beschaffen, dass jede 
Function, für welche eine Entwicklung nach derselben existirt, 
sich nur auf eine einzige Weise in eine nach diesen Functionen 
fortschreitende Reihe entwickeln lässt, endlich seien die Functionen 
X>}.{#) so beschaffen, dass /,,.(#) und (x) keinen gemeinsamen 
Theiler haben. 

Es soll gezeigt werden, dass die Functionen ^(a?) die 
Glieder einer Stur machen Reihe sind, und dass die Functionen 
f\ y (y ), welche man passend Stürmische Functionen zweiter 
Gattung nennen kann, analogen Relationen genügen, wie die 
Functionen 

Multiplicirt man die letzte Gleichung mit /‘.+i (x) und 
bestimmt den Coefficienten von ar~ 1 } so erhält man: 

IJ. = oo 

/;.+! (j IJ ) — y 7 |i+ i/;,+i (y) [f r +1 (.1-) (»],_1. 

! J -=0 

Nach den gemachten Voraussetzungen ist 
[/;.+! (ai)ZrQv)] x -i ^ o 
und zwar ist in der Reihe der Producte 

/;•+ 

das genannte Product das erste, in welchem der erwähnte 
Coefficient von Null verschieden ist. Man sieht aber auch sofort, 
dass dieses Product das einzige ist, in dessen Entwicklung ein 
Glied mit x~ x vorkommt. Würden nämlich noch andere Producte 

38 
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ein solches Glied enthalten, so würde aus der letzten Gleichung* 
folgen: 

A,. +l f r+1 ( y ) -+- B,f a {y) -+- C\f\(y) -+■ = 0 [r-t-1 «r<r< ... ]. 

Da die Coefficienten der einzelnen Potenzen von y gleich 
Null sein müssen, so hat man: 

^,+i=0; B, = 0; CL = 0;. 

Wir erhalten daher die Relation: 


[fr+ l(*)^(*)],-l=^~- 

Diese Bemerkung* liefert uns sofort ein Mittel, die Coefficienten 
von Entwicklungen zu bestimmen, welche nach den Functionen 
Xv.(x) fortschreiten. Hat man nämlich: 

F(x) = V 

!X 

so findet man durch Multiplication mit f r+1 (x): 

B r - 7 r+1 [ (ar) /*,+1 (a?) L— i . 

Setzt man: 

F(v) = x‘- %,.(x) 


und berücksichtigt, dass in der Entwicklung von x l / r (x) kein 
/ (J . (ü?) mit einem höheren Index als 1 r Vorkommen kann, 


0 7 


sowie dass der Coefficient von y^ r {x): —ist, so erhält man: 

V7 « 


[Zr{x)f r +- k +l 0 * 0 ]*-(<■+ 1 ) = 


I-^Vr+X+l 


Es sei nun F(x) eine ganze Function von x, deren Grad 
nicht grösser als n —1 ist; in diesem Falle existirt sicher eine Ent- 
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Wicklung' nach den Functionen / !X (V). Da nacli der Lagrange’- 
sclien Interpolationsformel: 


n#) ~5 (^&£> [aw=o 


ist, so hat man: 

Es ist: 




7n(^)/;,+l(^) = Gn, V .(x) -+- ? [- 

wo G 7Jj ,,.(#) eine ganze Function von a? vom Grade — fx —1 ist. 
Wir erhalten daher: 

\j—n —1 K—n 

\ V VF *i. W / \ 

F ( v ) = ) , 7ij-i-i/ . - -*(*)• 


ifs« ^ f=i /»0 r 0 
Setzt man jF(o?) = y r (#), so erhält man: 


|j. (*^x) 


A=1 




7.-+1 


[ft »•<»]■ 


Hat man eine Function W(V) von nicht höherem, als dem 
Grade r, welche den Relationen: 


1=71 

z 


z ',X x ü 


V+l 


[ y. = 0, 1,. . ., n —1, r<n ] 


genügt, so unterscheidet sich dieselbe, wie man leicht zeigen 
kann, von der Function y r (a?) nur durch einen constanten Factor; 
ist also gleich Null, wenn sie von niedrigerem Grade, als 
Zr{&) iSt. 

Wir denken uns nun zwei Functionen-Systeme $y.{x) und 
wo die Functionen ^(x) vom Grade \x —1, die Functionen 
Cp. (a?) vom Grade p. sind, so bestimmt, dass: 

«5» (>0 ^(>\) = Gn, p. (&y) [x = 1, 2,- n] 


ist. 


38 * 
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Es lässt sich sofort zeigen, dass die Functionen £^(a?) sich 
von den Functionen ^.(x) nur durch constante Factoren unter¬ 
scheiden können. 

Es ist: 


y /j' CjJ. nJ 7l(ß')^) _ °|J. 


l>> r = 0, 1]. 


Ein zweites System von Relationen ergibt sich in folgender 
Weise. Setzt man: 

). =n 

^ 7>+i x>- (&<*) £>. = y<j, t 


so erhält man: 


u=n 



£u. ^ n (*^x) 

*»0*0 


r?, - 


[/* = 0, 1, 2,. . . n —1 ]. 


Zur Bestimmung der Grössen y lt T , y 2> x> • • •, 7», T haben wir 
demnach n lineare Gleichungen. Dass die Determinante dieses-. 
Systems: 

£|j. J-l) 

V n (^a+l) (Hv »=0, 1, 2, ... , 71-1) 


von Null verschieden, das System also ein bestimmtes ist, ergibt 
sich sofort aus der Bemerkung, dass das Product: 


ist. 

Nun sehen wir, dass die Werthe: 


Zu 0^+0 


(\h ®=o, 1 , 2 ,.., n 1 ) 7i • 7a 


7 


tf, T 


x„'(0 

O^cr) 


den obigen Relationen genügen, da das Gleichungssystem ein 
vollkommen bestimmtes ist, so sind dies die Werthe der 
Grössen y a/T . 
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so erhält man die Relationen: 

o=a K=n 


p=0 


V V Kl (^ ) X^C 

Z -1 c *° Zj y'(&> 

o=0 X=1 A - 


) •&» OO ^ 

.) 


7<-+i 


[,V = 0,1,2,.. 


Aus diesen Gleichungen ergibt sich nun sofort, wenn man 
berücksichtigt, dass wegen der gemachten Voraussetzungen die 
Coefficienten e({J), e(J), . von Null verschieden sind, 

folgendes System von Relationen: 

“/jj. (*^x) (*^x) (^x) _ °;j-, r 




7 ' (V V «y c(r) t V') T 0 , 1 , 2 , • • •, U 1 ]. 

>7=1 /»W A+1 • £ V 

Es bilden also, sowohl die Functionen ^(V), als auch die 
Functionen (yv) ein System von Stürmischen Functionen und 
es besteht zwischen drei auf einander folgenden Functionen (#) 
dieselbe Relation, wie zwischen den entsprechenden Functionen 
(yc). Die Functionen £,,. (#) unterscheiden sich nach einem 
früheren Satze von den Functionen ^(a?) nur durch die constanten 
Factoren sH 

Für die Functionen Xv-( x ) un d $ v .(v) bestehen also die 
Relationen: 


An- 1) 

0 n —1 


vjM 

n 

^ n —1 




vj(») 


^ .(”-2) 
p(n— 1) _ ' ^—2 Tn— 1 £ w—2 

«-2 g(n— 1 ) 7 ^ g(»— 1 ) 

n —1 * n n —1 

7 »-i 0*0 0*0 — X« 0*0 - »-1 0*0 = ~ü 


„00 


yjO 1 “ 1 ) 7 g( n —!) 

' »—1 '” «—1 

Mit Hilfe der ersten von diesen Relationen zeigt man leicht, 
dass die Functionen f v . (y) folgenden Gleichungen genügen: 

1 

vjW = (y—F<$) Y/i C y ) —■^ 7*/* (2/) 


(n-i) >-i) 
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Diese Relation wird dieselbe, wie diejenige, welche zwischen 

drei auf einander folgenden (,r) bestellt, wenn man nur 
für f^ +1 (ij) wählt. £ ' J - 

Wir wollen schliesslich noch einen interessanten speciellen 
Fall erwähnen. 

Setzt man in unseren anfänglichen Formeln: 


?i k = g h (x) = ß'a? -h e k , <p k (iv) = C h ty' h (x), “k-ißk = 1 

'^ (#>) 

alsdann bilden wie man sieht die Grössen “7=-die Coefficienten 

1 / Ljc 

einer orthogonalen Substitution. Unsere Gleichungen liefern als¬ 
dann die Relationen: 


M ft *. 

\ = k - 1 1 

^ 1 


c k = h 

l 


Sollen diese Relationen für alle k bestehen, so findet man 


E k _£i_ 2 1 

ßl ßl ’ ßk—1 ßk ßl^2 

und hat daher: 

(/2 n {?) = (h 0 * 0 ; #2 n +1 (#) “ 2 (x). 

Hiermit ist auch die Frage erledigt, ob es ausser der 
Mehler-Hermite’schen Formel für die mechanische Quadratur 
noch andere gibt, welche die grösstmögliche Genauigkeit mit 
möglichster Einfachheit verbinden. 



